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Espace 3D Sph�erique : partons d'un espace 4D (x; y; z; u)

x2 + y2 + z2 + u2 = R2
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x2 + y2 + z2 + u2 = R2
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dl2 = r2(d� 2 + sin2 � d� 2) +
dr2

1 �
� r

R

� 2 (sph�erique)

+ dr2 (plat)

+
dr2

1 +
� r

R

� 2 (hyperbolique)

El�ement de m�etrique de Robertson-Walker :r ! r
R

ds2 = � c2dt2 + R(t )2[r2(d� 2 + sin2 � d� 2) +
dr2

1 � kr2 ]

aveck = � 1; 0; +1 selon la g�eometrie.
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ds2 = � c2dt2 + a(t )2[r2(d� 2 + sin2 � d� 2) +
dr2

1 � Kr 2 ]

avecK =
k

R2
0

et a(t0) = 1.
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La g�eom�etrie locale de l'espace (selon la valeur dek) ne d�etermine
pas sa structure globale, c'est-�a-dire sa topologie.

-> L'univers (homog�ene) est toujours �ni aveck = +1.

-> L'univers peut être fini ou in�ni sik = 0 ; � 1.
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Observateur �a (r = 0 ; �; �; t = t0)
Source lumineusee �a (rS; � = 0 ; � = 0 ; tS)
r (t ) est la trajectoire du photon �emis. Cette trajectoire est une
g�eod�esique nulle donc :

c2dt2 � R2(t )
dr2

1 � kr2 = 0

i.e.
cdt
R(t )

=
dr

p
1 � kr2
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Z t0

tS

cdt
R(t )

=
Z rS

0

dr

(1 � kr2)1=2
= S� 1

k (rS)

avec :

Sk (rS) =

8
><

>:

sin(rS) si k = +1

rS si k = 0

sinh(rS) si k = � 1
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relation rS � tS

Z t0

tS

cdt
R(t )

=
Z rS

0

dr

(1 � kr2)1=2
= S� 1

k (rS)

avec :

Sk (rS) =

8
><

>:

sin(rS) si k = +1

rS si k = 0

sinh(rS) si k = � 1

Quand les distances sont petites devantR0 on a :

S� 1
k (r ) � r and t :d:g: �

c� t
R(t0)

�
D

R(t0)
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Une source �emetttant �a la fr�equence� S est vue �a la fr�equence� 0

On consid�ere deux trajectoires de rayon lumineux �emis au tempstS

et au tempstS + 1
� S

vu au tempst0 et au tempst0 + 1
� 0

La coordonn�ee comovanterS de la source reste constante soit :

S� 1
k (rS) =

Z t0

tS

cdt
R(t )

=
Z t0+1 =� 0

tS+1 =� S

cdt
R(t )
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�
c
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� S
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=
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=
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Redshift (2)

soit:

c
R(t0)

1
� 0

�
c

R(tS)
1
� S

= 0

ce qui donne leredshift z:

1 + z =
� s

� 0
=

� 0

� E
=

R0

RS

Interpr�etation?

Doppler-Fizeau?
Gravitationnel?
(Ce n'est pas pareil!)
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Redshift (3)

Si la \distance" change au cours du temps:

v =
� l
� t

et si :

� �
�

=
v
c

(�rst order )

c'est un e�et Doppler-Fizeau.
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dl2 = ds2 = R(t )2 dr2

1 � kr2

ce qui donne la distance propre :

D =
Z S

0
dl = R(t )S� 1

k (rS)
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La distance propre

Distance obtenue �a partir de la mesure faite avec des r�egles:

dl2 = ds2 = R(t )2 dr2

1 � kr2

ce qui donne la distance propre :

D =
Z S

0
dl = R(t )S� 1

k (rS)

Cette distance est variable au cours du temps:

_D = _RS� 1
k (rS)
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Loi de Hubble

La source s'�eloigne �a une vitesse:

v =
_R
R

D = HD

C'est la loi de Hubble.
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Le redshift produit par l'expansion:

� 0

� s
=

R(tS)
R(t0)

�
R(t0) + _R(tS � t0)

R(t0)
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Nature du Redshift

Le redshift produit par l'expansion:

� 0

� s
=

R(tS)
R(t0)

�
R(t0) + _R(tS � t0)

R(t0)

Donc:
� S � � 0

� s
=

��
�

=
_R
R

� t = H
D
c

=
v
c
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Nature du Redshift

Le redshift produit par l'expansion:

� 0

� s
=

R(tS)
R(t0)

�
R(t0) + _R(tS � t0)

R(t0)

Donc:
� S � � 0

� s
=

��
�

=
_R
R

� t = H
D
c

=
v
c

c'est donc un e�etDoppler-Fizeau.
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quandz � 1 ceci n'est plus vrai.
Une \mesure de distance " n�ecessite la sp�eci�cation du dispositif
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Distances...

quandr << 1 l'espace peut être consid�er�e comme plat
i.e. R(ts) � R(t0) or

z � 1

quandz � 1 ceci n'est plus vrai.
Une \mesure de distance " n�ecessite la sp�eci�cation du dispositif
exp�erimental.
Di�erents dispositifs peuvent fournir des r�eponses di��erentes.
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On obtient la distance lumineuse:

Dlum = R(t0) r (1 + z)

= R(tS) r (1 + z)2

= Dang (1 + z)2

Cette derni�ere relation est toujours vraie (en RG).
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I Rij � 1=2gij R = 8 � GTij

I r�ef�erentiel au repos : T ij =
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I Source de la gravitation :� + 3P=c2

I Th�eor�eme de Birko� : analogue du th�eor�eme de Gauss

Pour une distribution �a sym�etrie sph�erique� (r < R) d�etermine la
solution r < R.
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Solutions

Dynamique �a partir de Newton...

Dans une sph�ere de rayona

•a = g

Source� + 3P=c2:

•a = �
GM
a2 = �

4� G
3

(� + 3P=c2)a (1)

Conservation de l'�energie
Et Energie totale de la sph�ere :

d(Et ) = d(� Vc2) = � PdV

= c2(Vd� + � dV) = � PdV
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_a•a = +
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�
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Notation : P = w� (c = 1)

La densit�e � s'�ecrit:

� =
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X
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Deux r�egimes:
! domination par la mati�ere :p << mc i.e. P = 0
� =

R
m et g / �

_� = � 3� _a=a (a / R) donc :

� a3 = cste

! Domination de la pression (radiation) :
p >> mc so � =

R
p=c::: et P =

R
1=3 p c:::

P =
1
3

� c2

_� = � 4� _a=a soit :

� a4 = cste
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Vide : thermodynamique

Naivement : � v = 0 et Pv = 0...

Soit un piston avec un vide interne:
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E = mc2 = � vVc2
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Solutions

Vide

Laissons le piston se d�eplacer ...

d(Et ) = d(� vVc2) = � vc2dV = � PvdV

L'equation d'�etat du vide:

Pv = � � vc2

On peut ainsi introduire la constante cosmologique :

� = 8 � G� v
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Vers les equations EFL
Solutions

Vide : milieu invariant de Lorentz

La constante cosmologique se comporte exactement comme un
milieu invariant de Lorentz) identi�cation au vide. (Lemâ�tre,
1934).
Transformation de Lorentz: �ij (i ; j = 0 ; 1; 2; 3). Pour une
translation uniforme le long dex(i = 1) �a vitesse v:

� i
j =

0

B
B
@


 
 v

 v 


1
1

1

C
C
A

avec
 = 1=
p

1 � v2 (conventionc = 1).
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Vide : milieu invariant de Lorentz

Soit le T �� d'un 
uide parfait (�; P)

T 0
�� = � i

� � j
� T ij

On calculeT00 c.-�a-d:

T 0
00 = � i

0� j
0T ij = 
 2� + 
 2v2P

or T 0
00 dit être �egal �a � il faut donc :

Pv = � � vc2
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�

kc2
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�
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_R
R
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=
8� G�

3
�

kc2

R2 +
�
3
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_� = � 3
�

P
c2 + �

� _R
R

2
•R
R

= �
8� G

3
(� + 3P=c2) +

2�
3
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H2R2 , le param�etre de courbure.
Grandeurs indic�ees 0 = valeurs actuelles : 
0, q0, ...
E.F.L. :


 c + 
 M + 
 � = 1

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Domination par la mati�ere

•a = g = �
GM
a2 and + � a3 = cste

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Domination par la mati�ere

•a = g = �
GM
a2 and + � a3 = cste

d'o�u:

_a2 �
8� G � a2

3
= _a2 �

2GM
a

= � k c2

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Domination par la mati�ere

•a = g = �
GM
a2 and + � a3 = cste

d'o�u:

_a2 �
8� G � a2

3
= _a2 �

2GM
a

= � k c2

ce qui est exactement l'�equation du mouvement d'une particule test dans
le champ d'une masse (sph�erique) en m�ecanique Newtonienne!

Ec + Ep = cste

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Domination par la mati�ere

•a = g = �
GM
a2 and + � a3 = cste

d'o�u:

_a2 �
8� G � a2

3
= _a2 �

2GM
a

= � k c2

ce qui est exactement l'�equation du mouvement d'une particule test dans
le champ d'une masse (sph�erique) en m�ecanique Newtonienne!

Ec + Ep = cste

Solutions:

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Domination par la mati�ere

•a = g = �
GM
a2 and + � a3 = cste

d'o�u:

_a2 �
8� G � a2

3
= _a2 �

2GM
a

= � k c2

ce qui est exactement l'�equation du mouvement d'une particule test dans
le champ d'une masse (sph�erique) en m�ecanique Newtonienne!

Ec + Ep = cste

Solutions:

I k = � 1 solution hyperbolique

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Domination par la mati�ere

•a = g = �
GM
a2 and + � a3 = cste

d'o�u:

_a2 �
8� G � a2

3
= _a2 �

2GM
a

= � k c2

ce qui est exactement l'�equation du mouvement d'une particule test dans
le champ d'une masse (sph�erique) en m�ecanique Newtonienne!

Ec + Ep = cste

Solutions:

I k = � 1 solution hyperbolique

I k = 0 solution parabolique

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Domination par la mati�ere

•a = g = �
GM
a2 and + � a3 = cste

d'o�u:

_a2 �
8� G � a2

3
= _a2 �

2GM
a

= � k c2

ce qui est exactement l'�equation du mouvement d'une particule test dans
le champ d'une masse (sph�erique) en m�ecanique Newtonienne!

Ec + Ep = cste

Solutions:

I k = � 1 solution hyperbolique

I k = 0 solution parabolique

I k = +1 solution (li�ee) elliptique

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Solutions g�en�erales

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Solution domination de la mati�ere : cask = 0 � = 0

_R2 =
8� G � R2

3
and � R3 = � 0R3

0

Alain Blanchard Cosmologie: Du vide �a l'�energie noire.



Outline
Introduction

Th�eorie des observations dans une m�etrique de RW
Dynamique et Solutions

Vers les equations EFL
Solutions

Solution domination de la mati�ere : cask = 0 � = 0

_R2 =
8� G � R2

3
and � R3 = � 0R3

0

D'apr�es l'Eq. 1 :


 =
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donc quand 1 +z >> 1� 
 0

 0
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 0
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R(t ) peut être d�evelopp�ee:

H0 t =

 0

2(1 � 
 0)3=2
(sinh( ) �  )

1
1 + z

=
R(t )
R0

=

 0

2(1 � 
 0)
(cosh( ) � 1)

Ce qui permet d'exprimerH0 t (z) de fa�con analytique.
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Au maximum:

Rm = c
2 tm

�

� m =
3�

32 G t2m

tm =
1

H0


 0

(
 0 � 1)3=2
�

(utile en formation des structures)
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8 � G

3
(� +

3P
c2 )R +

2�
3

R

Si � < 0 force attractive
Si � > 0 force r�epulsive,dans ce casR(t ) peut ne pas avoir de singularit�e R = 0.
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c2 )R +

2�
3

R

Si � < 0 force attractive
Si � > 0 force r�epulsive,dans ce casR(t ) peut ne pas avoir de singularit�e R = 0.

CasP = 0

2•R = H2
0R0[

2 � 0

(1 + z)
� 
 0 (1 + z)2]

_R2 = H2
0R2

0 [
� 0

(1 + z)2 + (1 � 
 0 � � 0) + 
 0(1 + z)]
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2•R = �
8 � G

3
(� +

3P
c2 )R +

2�
3

R

Si � < 0 force attractive
Si � > 0 force r�epulsive,dans ce casR(t ) peut ne pas avoir de singularit�e R = 0.

CasP = 0

2•R = H2
0R0[

2 � 0

(1 + z)
� 
 0 (1 + z)2]

_R2 = H2
0R2

0 [
� 0

(1 + z)2 + (1 � 
 0 � � 0) + 
 0(1 + z)]

posonsu = 1 + z on obtient :

_R2 /
� 0

u2 + (1 � 
 0 � � 0) + 
 0 u = f (u)
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